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摘要：目的　 建立放射治疗下肿瘤生长及浸润的数学模型，数值模拟放射治疗对肿瘤生长的影响，并进行敏感性分

析。 方法　 建立放射治疗前后肿瘤生长和浸润随时间演变的数学模型，模型包括肿瘤浸润过程中 ４ 个关键变量：
肿瘤细胞、细胞外基质、基质降解酶和氧，利用线性二次（ＬＱ）模型模拟放疗后的肿瘤细胞存活概率，探讨肿瘤放射

治疗下不同放疗方案和系数对治疗效果的影响，并将传统放疗和术中靶向放射治疗进行对比分析。 结果　 在总剂

量不变的前提下，放疗结果与放疗系数成正比，与放疗频率无关联；术中靶向放疗与标准治疗相比，治疗成效更好。
结论　 模拟结果和临床实验结果基本相符，术中靶向放疗作为一种更加有效的治疗手段，能够为临床肿瘤治疗提

供一种新思路。
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　 　 恶性肿瘤是人类死亡的重要原因。 国际癌症

研究机构的统计数据表明，２０２１ 年全球癌症发病率

和死亡率正在快速增长，世界癌症形势严峻［１］。 目

前恶性肿瘤的主要治疗手段包括手术、化疗、放疗、
免疫治疗和靶向治疗等。 手术治疗是解决大多数

肿瘤的根本途径；化疗是利用破坏肿瘤细胞的药物

来治疗恶性肿瘤；放疗是利用电离辐射杀死肿瘤细

胞破坏其遗传物质，进而损伤或破坏细胞，使得癌

细胞无法继续生长和分裂［２］。 常规放疗一般分多

次进行，目的是使正常组织细胞得以生长恢复。 对

放疗过程的量化，能够有效提升疗效。
肿瘤数学建模研究是认识肿瘤的一种重要方

式，有助于解释实验和临床观察，以及帮助提供设

计最佳的治疗策略［３］。 目前肿瘤生长、血管生成和

抗血管靶向药物治疗的数学模型大体上分为连

续［４⁃５］、离散［６］ 和混合模型［７］。 化疗模拟已应用在

肿瘤诱导血管生成的模型上［８］，然而肿瘤放疗及靶

向治疗模型的研究为数不多。 Ｅｎｄｅｒｌｉｎｇ［９］建立肿瘤

生长、浸润和放射治疗的数学模型，使用优化的线

性二次（ｌｉｎｅａｒ ｑｕａｄｒａｔｉｃ，ＬＱ）模型，计算肿瘤细胞和

其周围组织细胞的存活概率。 Ｃｈｖｅｔｓｏｖ 等［１０］ 开发

细胞群的两级肿瘤体积模型来描述肿瘤体积的变

化。 Ｂｅｌｆａｔｔｏ 等［１１］应用肿瘤放疗自适应数学模型模

拟宫颈癌患者锥形计算机断层（ｃｏｎｅ ｂｅａｍ ｃｏｍｐｕｔｅｒ
ｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ，ＣＢＣＴ）数据。 Ｐａｎｇ 等［１２］ 建立脉冲放疗

模型模拟肿瘤放疗动态过程，探讨细胞复氧和放射

敏感性对疗效的影响。
本文建立放射治疗前后肿瘤生长和浸润随时

间演变的数学模型，模型包括肿瘤浸润过程中 ４ 个

关键变量： 肿瘤细胞、 细胞外基质 （ ｅｘｔｒａｃｅｌｌｕｌａｒ
ｍａｔｒｉｘ， ＥＣＭ ）、 基 质 降 解 酶 （ ｍａｔｒｉｘ⁃ｄｅｇｒａｄａｔｉｖｅ
ｅｎｚｙｍｅｓ，ＭＤＥｓ）、氧，利用 ＬＱ 模型模拟放疗后的肿

瘤细胞存活概率。 同时，由于不同的放疗方案和放

疗系数可能会影响患者的治疗效果，故对放射系数

及整个放疗周期内的放疗频率进行参数敏感性分

析，并模拟靶向放疗结果，与传统放疗进行对比

分析。

１　 模型建立

１ １　 ２Ｄ 数学模型

　 　 基于 Ｅｎｄｅｒｌｉｎｇ 等［９］ 建立的放射治疗下肿瘤生

长浸润至周围乳腺组织的一维数学模型，对实体肿

瘤在放疗过程中肿瘤细胞生长随时间演变进行二

维建模分析。 肿瘤数学模型基于肿瘤治疗的 ３ 个

阶段提出，第 １ 阶段模拟实体肿瘤侵入宿主细胞组

织的生长［９］。 在其生长过程中，ＥＣＭ 中的大多数成

分（如纤维连接蛋白、层黏连蛋白和玻璃体连接蛋

白）对肿瘤细胞间黏附、扩散和运动具有至关重要

的作用。 肿瘤细胞通过分泌 ＭＤＥ 来局部降解 ＥＣＭ
后，根据细胞的趋触性和随机性移动到周围空间。
此外，实体肿瘤需要氧生长浸润。 因此，在肿瘤生

长放射治疗过程中数值模拟主要考虑 ４ 个关键变

量［１３］：肿瘤细胞密度（ｎ）、ＥＣＭ 浓度（ ｆ）、ＭＤＥ 浓度

（ｍ）和氧浓度（ｃ）。 建立关于空间（ｘ，ｙ）及时间（ ｔ）
的函数，满足如下方程组：

∂ｎ
∂ｔ

＝ Ｄｎ▽２ｎ

{随机移动

－ χ▽·（ｎ▽ｆ）

ìî íï ï ï ï趋触性

＋

μｎ １ － ｎ
ｎ０

－ ｆ
ｆ０
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è
ç
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ø
÷

ìî íï ï ï ï ï增殖

（１）

∂ｆ
∂ｔ

＝ － δｍｆ

{ 降解

（２）

∂ｍ
∂ｔ

＝ Ｄｍ▽２ｍ

{ 扩散

＋ ξｎ １ － ｍ
ｍ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ìî íï ï ï ï生长

－ σｍ

{衰解

（３）

∂ｃ
∂ｔ

＝ ＤＣ▽２ｃ

{ 扩散

＋ βｆ

{生长

－ γｎ

{消耗

－ αｃ

{降解

（４）

式中：Ｄｎ、Ｄｍ、Ｄｃ分别为肿瘤细胞、ＭＤＥｓ 和氧的扩散

系数；χ 为趋触性系数；μ 为肿瘤细胞增殖系数；δ 为

ＥＣＭ 降解系数；ξ 为 ＭＤＥ 生长系数；σ 为 ＭＤＥ 衰竭

系数；β 为氧生长系数；γ 和 α 分别为氧消耗和降解

系数。 上述系数均为正常数，模型中假设当氧含量

ｃ＜０ １ 时，坏死区将形成［１４］。
将模型中所有方程及参数进行无量纲化，模拟

区域为二维矩形区域［０，１］ ×［０，１］，并将其均分为

［２００×２００］个格点。 空间尺度 Ｌ 取早期肿瘤细胞最

大的浸润距离，即 Ｌ＝ １ ｃｍ［１５］，时间尺度 τ 取细胞分

裂周期中值 １６ ｈ［１６］。 设肿瘤细胞密度、ＥＣＭ 浓度、
ＭＤＥｓ 浓度和氧的浓度特征量分别为 ｎ０、 ｆ０、ｍ０ 和

ｃ０，所得无量纲值如下：

ｎ～ ＝ ｎ ／ ｎ０，　 ｆ
～

＝ ｆ ／ ｆ０，　 ｍ～ ＝ ｍ ／ ｍ０
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ｃ～ ＝ ｃ ／ ｃ０，　 ｘ～ ＝ ｘ ／ Ｌ，　 ｔ～ ＝ ｔ ／ τ
　 　 代入得到无量纲方程组（省去上标）：

∂ｎ ／ ∂ｔ ＝ ｄｎ▽２ｎ － ρ▽·（ｎ▽ｆ） ＋
λｎ（１ － ｎ － ｆ） （５）
∂ｆ ／ ∂ｔ ＝ － ηｍｆ （６）

∂ｍ ／ ∂ｔ ＝ ｄｍ▽２ｍ ＋ αｎ（１ － ｍ） － φｍ （７）
∂ｃ ／ ∂ｔ ＝ ｄｃ▽２ｃ ＋ νｆ － ωｎ － ϕｃ （８）

式中： ｄｎ ＝ τＤｎ ／ Ｌ２；ρ ＝ τχｆ０ ／ Ｌ２；λ ＝ τμ；η ＝ τδｍ０；
ｄｍ ＝τＤｍ ／ Ｌ２；α ＝ τξｎ０ ／ ｍ０；φ ＝ τσ；ϕ ＝ τα；ｄｃ ＝
τＤｃ ／ Ｌ２，ν ＝ τβｆ０ ／ ｃ０；ω ＝ τγｎ０ ／ ｃ０。

采用无流动边界条件，肿瘤中心位置位于

（０ ５，０ ５），初始肿瘤、ＥＣＭ、ＭＤＥ、氧分布［ １７］为：

ｎ（ｘ，ｙ，０） ＝ ｅ － ｒ２
０．００２５( ) ， ｒ ∈ ［０，０ １］

０， ｒ ∈ （０ １，１］{ （９）

式中： ｒ ＝ ［（ｘ － ０ ５） ２ ＋ （ｙ － ０ ５） ２］
１
２ ，表示距肿瘤

中心位置的距离。 模拟假设肿瘤已降解部分周围

组织细胞，所以 ＥＣＭ 的初始值为： ｆ（ ｘ，ｙ，０） ＝ １－
０ ５ ｎ（ｘ，ｙ，０） ；由于 ＭＤＥ 浓度与初始肿瘤浓度密

度成正比，ｍ（ｘ，ｙ，０）＝ ０ ５ ｎ（ｘ，ｙ，０），模型假设肿

瘤有丰富的血液供应，故取 ｃ（ｘ，ｙ，０）＝ １。

图 １　 实体肿瘤演变的模拟结果

Ｆｉｇ．１　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｏｌｉｄ ｔｕｍｏｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ　 （ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｄａｙ， （ｂ） Ｔｈｅ ４ｔｈ ｄａｙ， （ｃ） Ｔｈｅ ７ｔｈ ｄａｙ， （ｄ） Ｔｈｅ １４ｔｈ ｄａｙ

１ ２　 放射治疗的模型

　 　 放射治疗模型满足 ＬＱ 关系，ＬＱ 模型的放疗生

物有效剂量（ｂｉｏｌｏｇｉｃａｌｌｙ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｄｏｓｅ，ＢＥＤ） ［１８］为：
ＢＥＤ ＝ （αｄ ＋ βｄ２） （１０）

式中：α 和 β 为放疗敏感系数［９，２３⁃２５］，单位分别为

Ｇｙ－１和 Ｇｙ－２。 α 为单击双链断裂系数（致死系数），
β 为多击单链断裂系数（亚致死系数），α ／ β 表示细

胞对每次治疗时放射剂量大小的度量，通常 α ／ β 范

围在 ５ ～ １３ Ｇｙ。 α ／ β 较低时，通常对应于晚反映组

织具有低修复能力；而高 α ／ β 对应于早反应组织具

有高修复能力。 早反映组织具有较快的细胞转化

率，接受电离辐射后能够通过增殖来维持细胞数量

的稳定进而使组织得以恢复，晚反映组织因其细胞

群体更新很慢，故需要数月至数年的时间来表现出

放射后的损伤。 ｄ 为每次放疗的剂量。 肿瘤细胞的

存活率 Ｓ（ｄ）满足［ ２６］：
Ｓ ＝ ｅｘｐ（ － （αｄ ＋ βｄ２）） （１１）

乏氧情况下肿瘤细胞对放疗剂量不敏感。 将放疗

过程分为 ｎ 次，对于此类缺氧肿瘤细胞的存活率 Ｓｈｙ

满足［１９］：

Ｓｈｙ ＝ ｅｘｐ － ｎ
αｄ
ＯＥＲ

＋ βｄ２

ＯＥＲ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１２）

式中：ＯＥＲ 为氧增比，模拟放射治疗中取 α ／ β ＝ １０，
α＝ ０ ３，ＯＥＲ＝ ３［９］。

肿瘤细胞的存活率依赖于乏氧状况，依据氧浓

度无量纲方程（８）的不同来判断肿瘤细胞的存活

率，引入 ３ 个变量：放疗敏感系数 α 和 β 以及单次放

疗剂量 ｄ，分析肿瘤细胞层面上存活率的影响。

２　 模拟结果

２ １　 实体肿瘤生长及浸润模拟

　 　 采用有限差分法求解上述偏微分方程，空间步

长取△ｘ ＝△ｙ ＝ ０ ００５，时间步长取△ｔ ＝ ０ ０１，无量

纲参数值分别为［９，１５］：
ｄｎ ＝ ０ ０００ １，　 ρ ＝ ０ ０００ ０５，　 α ＝ ０ １

ｄｍ ＝ ０ ０００ ５，　 λ ＝ ０ ７５，　 ϕ ＝ ０，　 ν ＝ ０ ５
ｄｃ ＝ ０ ０００ ５，　 η ＝ １０，　 ω ＝ ０ ５７，　 φ ＝ ０ ０２５

　 　 肿瘤细胞密度随时间的生长演化如图 １ 所示，
生长初期处于边缘位置的肿瘤细胞（黄绿色部分）
氧气供应充足，不断向周围扩张，而肿瘤中心细胞
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由于没有足够空间增殖而转变为静息细胞（红色部

分）。 随着时间发展，肿瘤体积增加，氧大部分被外

层细胞吸收，静息细胞区域扩大，当肿瘤内部氧含

量低于某个阈值时，中心肿瘤细胞死亡，出现坏死

核（蓝色空洞），坏死核的面积随生长时间的增加而

增加。
２ ２　 标准放射治疗后实体肿瘤生长演变的数值

模拟

　 　 肿瘤进行标准放射治疗模式以 ７ ｄ 为 １ 个周

期，２ Ｇｙ ／ ｄ，每周连续治疗 ５ ｄ，暂停 ２ ｄ，重复 ２ 个周

期［１９］。 标准放射治疗后肿瘤演变数值模拟如图 ２

所示，绿实线显示放疗后肿瘤浓度变化，黑实线显

示肿瘤释放的 ＭＤＥｓ 浓度，并降解 ＥＣＭ（橙实线），
红实线显示肿瘤入侵周围组织所消耗的氧。 随着

治疗进行，肿瘤高浓度区域明显缩小，肿瘤的体积

得到有效的控制，在接受治疗的实验周期中，肿瘤

高浓度区域的半径缩减到 ０ １ ｃｍ 左右；在暂停治疗

的实验周期中，肿瘤体积由于细胞增殖明显有所增

加，模拟结果与实验结果一致［１９］。 肿瘤坏死核出现

在第 １１ 天，会对后期治疗效果产生影响。 在放疗

区域内，ＥＣＭ 的浓度明显降低，表明周围组织细胞

受到严重的损伤。

图 ２　 标准放疗后肿瘤演变数值模拟

Ｆｉｇ．２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｕｍｏｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ ｓｔａｎｄａｒｄ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ　 （ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｄａｙ， （ｂ） Ｔｈｅ ４ｔｈ ｄａｙ，

（ｃ） Ｔｈｅ ７ｔｈ ｄａｙ， （ｄ） Ｔｈｅ ８ｔｈ ｄａｙ， （ｅ） Ｔｈｅ １１ｔｈ ｄａｙ， （ｆ） Ｔｈｅ １４ｔｈ ｄａｙ

２ ３　 治疗频率及放疗系数敏感性分析

　 　 实体肿瘤放疗后治疗效果受多种因素影响，从
治疗频率和放疗系数两方面入手，研究参数敏感性

对实体肿瘤的影响。
２ ３ １　 治疗频率 　 放疗总剂量保持不变的情况

下，采用 ３ 种不同的治疗频率（见表 １），均以 ７ ｄ 为

１ 个治疗周期对肿瘤进行放射治疗数值模拟。

表 １　 各频率下剂量、总计量数、生物有效剂量和氧增比

Ｔａｂ．１　 Ｔｏｔａｌ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ， ＢＥＤ ａｎｄ ｏｘｙｇｅｎ ｉｎｃｒｅａｓｅ

ｒａｔｉｏ ａｔ ｅａｃｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

频率 剂量 ／ Ｇｙ 总次数 ＢＥＤ 氧增比

低 ２ ５ ２０ １８ ７５ ２ ５
标准 ２ ２５ １８ ３
高 １ ６７ ３０ １７ ５ ３ ５

　 　 不同治疗频率实体肿瘤浓度随时间的变化如

图 ３ 所示，与标准治疗（绿色实线）相比，低频治疗

（红色实线）由于单次放疗剂量大，肿瘤浓度下降最

快，然而低频治疗中 ４ ｄ 为 １ 个周期，肿瘤有更多的

时间再生，浓度上升较快。 高频治疗（黑色实线）单
次放射剂量较小，但治疗时间长，肿瘤细胞增殖时

间少，故总体浓度下降幅度而言，高低频治疗没有

特别明显的区别。 模拟结果显示，总剂量不变情况

下，治疗频率的不同对治疗效果无明显影响，治疗

效果同单次放射剂量不存在直接关系，放疗的疗效

可能同总剂量相关。
２ ３ ２　 放疗系数 α ／ β 　 在 ＬＱ 模型中，α ／ β 是衡量

细胞对放射敏感性的重要参数，具体模拟了乳腺癌

在接受放射治疗后的情况，细胞的生存率随剂量的

变化趋势如图 ４ 所示。 当放疗系数减小时，肿瘤细

胞的存活率增加，当存活率高于死亡率时，肿瘤将

５９２
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图 ３　 不同治疗频率下肿瘤浓度变化

Ｆｉｇ．３　 Ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｔｕｍｏｒ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　 （ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｄａｙ， （ｂ） Ｔｈｅ ５ｔｈ ｄａｙ， （ｃ） Ｔｈｅ ９ｔｈ

ｄａｙ， （ｄ） Ｔｈｅ １４ｔｈ ｄａｙ，

持续增长，导致放疗失败，反之，当放疗系数增高

时，能够有效杀死肿瘤细胞，从而有效的控制肿瘤

的生长。

图 ４　 肿瘤细胞生存概率曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｓｕｒｖｉｖａｌ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｕｍｏｒ ｃｅｌｌｓ

图 ６　 肿瘤细胞和 ＥＣＭ 在术中靶向放射治疗前后时空演变的数值模拟结果

Ｆｉｇ．６ 　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｍｐｏｒａｌ ａｎｄ ｓｐａｔｉａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｕｍｏｒ ｃｅｌｌｓ ａｎｄ ＥＣＭ ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｔａｒｇｅｔｅｄ
ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ　 （ａ） Ｉｎｉｔｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｕｍｏｒ ｃｅｌｌｓ， （ｂ） Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｕｍｏｒ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｆｔｅｒ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ， （ｃ） Ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｏｆ ＥＣＭ ａｆｔｅｒ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ

２ ３ ３　 术中靶向放射治疗的模拟 　 术中靶向放射

治疗是一种新的放疗方法，即在肿瘤位置放置 １ 个

球状装置，随后在 ２０ ～ ３５ ｍｉｎ 内，将大剂量的射线

直接精准输送到肿瘤位置［２０］。 当沿着漂移管加速

的电子撞击尖端时，产生 Ｘ 射线。 Ｘ 射线由球形涂

敷器调制，在涂敷器球体的表面上提供均匀剂量的

辐射［２２］（见图 ５）。 按照这种方式，肿瘤直接接受到

大部分的辐射，而周围组织所受辐射较少，故具有

较好的靶向性［２１］。 术中靶向放疗的特征是在治疗

时间内辐射量随距离肿瘤距离增加而迅速衰减。

图 ５　 术中靶向放射治疗原理

Ｆｉｇ．５　 Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｉｎｔｒａｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｔａｒｇｅｔｅｄ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ

将目前的标准放射治疗和新的治疗方式进行

对比，通过函数 ｆ（ｘ） ＝ １６ｅ －１ ３６ｘ ＋ ０ ６５ 拟合肿瘤及

组织细胞的有效生物剂量 ＢＥＤ［９］，其余参数均和标

准放射治疗相同。 模拟结果显示，同标准放疗一

样，术中靶向放疗能够有效地消除肿瘤细胞，同时

由于靶向作用，只有距离肿瘤最近的组织细胞受到

辐射，故具有更好的生物学效应（见图 ６）。 同时，该
新方法能够有效降低局部复发的风险，具有一定的

优势。
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３　 结论

　 　 本文建立了放射治疗影响下肿瘤生长浸润的

数学模型，对肿瘤生长过程中的关键变量（肿瘤细

胞、ＥＣＭ、ＭＤＥＳ 和氧）进行建模分析，预测标准放射

治疗的效果。 该模型单独考虑每次放疗的效果，直
接引用 ＬＱ 模型来模拟放疗后的肿瘤存活率。 此

外，模型中考虑了一些肿瘤生长过程中重要动态过

程，如肿瘤放疗过程中细胞的再生长和再增殖等。
模拟结果表明：① 肿瘤细胞的存活与放射敏感性密

切相关；② 总剂量相同情况下，治疗频率的不同对

效果影响不明显；③ 将标准放射治疗同术中靶向放

射治疗的效果进行对比，结果表明，标准放疗和术

中靶向放疗均可消除肿瘤细胞，而后者可以使较少

规模的健康组织受到影响，故具有更好的生物学

效应。
放射治疗下肿瘤的生长情况受多种因素影响，

由于实体肿瘤的多样性以及生物内部微环境的复

杂性，放射治疗实体肿瘤的数学建模具有一定的个

体局限性。 本文采用肿瘤细胞、ＥＣＭ、ＭＤＥ 和氧

４ 个变量建立放疗影响下肿瘤生长浸润的模型，结
合 ＬＱ 模型模拟放疗下肿瘤存活率，模拟数据来源

于乳腺结缔组织的肿瘤［２４］。 相较于复杂的肿瘤种

类来说，该模型具有一定的局限性，暂未在细胞层

面考虑肿瘤的随机行为（例如增殖、凋亡、迁移等）
特征，同时也未考虑辐射对正常细胞以及肿瘤血管

新生或抗血管生成药物带来的影响。 但是，基于该

模型结合不同种类肿瘤的特征物理量和更复杂的

生物学因素，可以建立多种类型的肿瘤模型进行分

析，为后续研究打下良好的基础。 未来需要在细胞

层面上考虑特定种类的肿瘤细胞和正常细胞在复

杂微环境下放疗的疗效。
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